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VIBRACIONES FORZADAS

OBJETIVOS:

Al finalizar el tema el estudiante estara en cajatide determinar la solum@n
particular en vibraciones donde intervienen fuepasodicas externas. Para ello
ha de ser capaz de:

* Reconocer una vibracion forzada, indicando su egnatiferencial.

e Determinar la solucion particular de una ecuacirehcial forzada.

* Definir Resonancia; estableciendo las ecuaciones dascriben €]
comportamiento vibratorio de un sistema fisico &a eondicion.

* Aplicar los resultados de vibraciones forzadassaluitos eléctricos.

* Definir los términos de Impedancia, Reactanciasystencia.

* Aplicar el modelo de los vectores rotatorios enedrinacion de 13
solucion particular de un sistema vibratorio fozad

5.1.- MOVIMIENTOS VIBRATORIOS FORZADOS.

Las vibraciones producidas de forma natural alrsagaistema fisico de su posicion
de equilibrio, presentan una frecuencia angulaocioia como frecuencia angular
natural (), que depende Unicamente de las propiedadessfidéchbs materiales. Esto
es despreciando la friccion que? = K/m; y para el caso de un resorte y una masa
tenemos quey = ag/L en péndulos simples, etc.

La presencia permanente de fuerzas friccion hatensbargo, que estas frecuencias
angulares sean un poco menores; y dependiendo dentdante de friccion (c) y
terminan por hacer que el sistema vuelva a suigosiie equilibrio.

Sin embargo muy a menudo sucede que no aewvbjar a los sistemas en su
forma natural, sino que son perturbados continuéenda un modo que se repite
regularmente. Esto tiene generalmente dos consaeserprimero compensar las
perdidas de energia del sistema natural y seguader lgue el sistema vibre a una
frecuencia distinta a su frecuencia natural.

Un ejemplo simple de esta situacion es cuando o m@n un columpio es
continuamente empujado hacia arriba por su padoadi detras del columpio. Si el
empuje al columpio por parte del adulto ocurre anmomento tal incrementa la
altura final y mantiene la frecuencia natural delumpio, el empuje suministrado
aumento la energia potencial y compenso las pexdjda existen por las fuerzas de
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friccibn, estamos ante el caso que se conoce cesumancia. Si por el contrario el
padre agarra la base del columpio y la mueve mlory amplitud que permiten sus
brazos, no dejando al columpio moverse libremeatgponces estamos ante una
vibracion forzada cualquiera sobre el sistema.

5.2.- MOVIMIENTOS FORZADOS NO
AMORTIGUADOS.

En un movimiento vibratorio no amortiguado, quesemetido a la accién de una
fuerza externa periddica, de frecuencia anguwawviene descrito por una ecuaciéon
diferencial de la forma:

m-X +K - x = Fo - codws - t)

5'<+%-X:F—rr?-cos(wf-t) 5.1

$'<+a)2-x:F—rr?-cos(cof-t)

Esta ecuacion diferencial presenta dos solucidagsjmera conocida como solucion
homogenea, la cual corresponde a la solucion declsacién diferencial del

movimiento (igualando a cero), que no es otra quesdlucién del movimiento

armoénico simpleLa segunda corresponde a la solucion particglas,se obtiene de

igualar la ecuacion a la fuerza externa.

5.2.1.- Solucién Particular de la Vibracion ForzadaNo
Amortiguada.

Para determinar la solucién particular, esta debertno sélo una expresion similar a
la funcion forzada (Fo-casf(t)), sino tambien las posibles derivadas de dicha
funcion, asi diremos que la funcidg(tx debe tener una forma trigonométrica, y dado
gue esta fuerza genera un movimiento armoénicoedeiéncia angulan entonces:

Xp = A-codws - t) + B - sen(ws - t)

Derivando respecto al tiempo tenemos para la pameegunda derivada:

Xp = =A- wf - sen(ws - t) + B w¢ - cows - 1)

Xp = —A- w? - codws - t) — B- w? - sen(ws - t)
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remplazando en la ecuacion diferencial 5.1 y agrdpdérminos comunes resulta:

[w? —w?] - codws - t) +[w? — w?] - sen(ws - 1) = % .codws - t)
Donde resolviendo el sistema de ecuaciones quéeplda igualdad se obtienen los
valores de las constantes Ay B.

Fo
mw?2-wf] 5.2

B=0

A=

En definitiva se tiene que la solucion de la viladorzada no amortiguada es la
suma de dos movimientos armoénicos de diferentaudrezia angular, esto es una
vibraciénpulsante.

X = Xhomogeneat Xparticular
5.3

Xx=A0-sen(w-t+¢) + Fo 2]-cos(cof-t)

m-[w? — wi

5.2.2.- La Resonancia en Vibraciones forzadas no aniguadas.

Es de observar en la solucién 5.3 que si la fremaesngular forzada es igual a la
frecuencia angular natural, el término de la sdlugbarticular es infinito; se dice
entonces que el sistema a entrado resonawncia (x); en este caso la energia
transferida por la fuerza externa al oscilador estadximo. La ecuacion diferencial
en esta situacion es:

X +w?-x=(Fo/m)-codw-t) 5.4

Para determinar la solucion particular de la eduaeinterior aplicamos el mismo
procedimiento anterior pero aplicando la regla aelificaciéon (ver tema N°3), a fin
de que el resultado no sea nulo; tenemos asi que:

Xp=t-[A-codw-t)+B-sen(w-t)]
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Derivando dos veces respecto al tiempo tenemos:
Xp=1-[A-codw-t)+B-sen(w-t)] +t-[-A-w-sen(w-t) +B-w - codw - t)] -
Xp=[A+B-w-t]-codw-t) +[B-A-w-t] -sen(w- 1)

Xp=2-[-A-w-sen(w-t) +B-w-codw-t)] +t-[-A-w?-codw-t) -B- w?-sen(w - t)] -
Xp=[2:-B-w-A-w?]-codw-t) +[-2-A-w-B-w?]-sen(w-1)
Remplazando en la ecuacion diferencial 5.4 y agrdpaérminos comunes resulta:
[2-B-w]-codw-1)-[2-A- o] - sen(w- 1) = +9 . codw - 1)

Donde resolviendo el sistema de ecuaciones quéeplda igualdad se obtienen los
valores de las constantes "A"y "B".

envolvente de la
vibracion

X]JHIT.iClllﬂl‘

Xhmuogenea

NN

X.ZX]J + Xh

Solucién de la Vibracion forzada sin friccion en etaso de resonancia
Figura 05-01
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La solucion toma la forma final:

Fo

mt}sen(a)t) 5.6

X:Xh+Xp:AO'Sen(CO't+¢)+|:

5.3.- VIBRACIONES FORZADAS AMORTIGUADAS.

En este caso la ecuacion diferencial incluye ehitdn de amortiguacion viscosa,
tiene entonces la forma diferencial.

m-X +c-X +K - x = Fo - codws - t)

-, c ., K _Fo
X+m-x+m'X—ﬁ-COiwf°t)5'7

5'(+y-)'(+a)2'x=F—n?-COS(a)f-t)

Donde y = c/m, y se conoce conamplitud de la resonacig existen igualmente dos
soluciones; una homogenea cuando la ecuacion akiigwcero, que sabemos resolver
del tema anterior la parte homogenea (una vibraamartiguada) y para determinar
la solucidon particular aplicamos el procedimientd gdunto anterior 5.2.1; sea la
solucion particular de la forma:

Xp = A-codws-t) +B-sen(ws - 1)

Y sus derivadas respecto al tiempo:

Xp: A - ws - sen(ws - t) + B- wys - codws - t)

Xp= —A- w? - codws - 1) — B w? - sen(ws - 1)

Sustituyendo en la ecuacion 5.7 tenemos al agidéparinos comunes el siguiente
sistema de ecuaciones:

A- (02 - 0?) +B-y-wp =2
-A-y-wi+B-(w?>-w?)=0
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiesevalores de las constantes "A" y
IIBII.

e @ =0D)
(w2 - w?)?+(y- w)?
5.8

%-(y-wf)

T (@2 -0?) 2+ (- )’

La solucién particular toma la forma de:

Fo} (w? - w?) - codws-t) +(y- wr) - sen(ws - 1)

Xp:[ . [(wz—a)fz)2+(j/‘COf)2]

Como las funciones seno y coseno de la expres®tiehen igual frecuencia angular,
entonces debe ocurrir por suma de movimientos d@ono®me igual frecuencia que la
solucion particular puede ser escrita de la forma:

Xp = Ap . COdCOf * t + ¢p) 5.10

Escogemos coseno dado que es la funcion trigonmaébresente en la fuerza
externa actuante.

La solucion final es la suma de una vibracion aigeaida y una funcion de M.A.S.
con frecuencia angular de la vibracion forzadasiddgue la vibracidbn amortiguada
después de cierto tiempo su presencia es nulan@ygda vibracidon resultante es
practicamente la solucion particular. Que es la spi¢oma en cuenta generalmente
para los resultados.
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Ejemplos de Vibraciones Forzadas amortigudas
a la larga solo prevalece la vibracion forzada

Figura 05-02

5.3.1.- Amplitud de la Solucién Particular de la Vioracion Forzada.

Como los vectores rotatorios de la solucion pdaictorman entre si un angulo de
90°, entonces por Teorema de Pitagoras tenemos:

Ap = [Fo/m] 5.11

Jl(@2 =02+ (- w)?]
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Para estudiar el comportamiento de la funcién aoplde la vibracion forzada en
funcién de la frecuencia angular forzada aplicammodlisis diferencial para conocer
méaximos y minimos, derivando e igualando a ceroltias
dap(wr) _ [Fo/m] - ws - [y2 = 2(w? — w?) -] _
dof 212 2732 T
(@2 -w?)?+ (- w1)?]

Existen dos posibilidades; primero cuando= 0; en este caso la amplitud sera
constante y vale:

Apo = Ap(a)f =0) = % 5.12

La segunda posibilidad se presenta cuande- 2(w? - w?) =0 , mded@sulta que
la frecuencia angular critica es:

2
f critica — 602_? 5.13

El valor de la raiz define las siguientes situagson

Siw? <y?[2, estamos en situaciones donde la fric@émgrande, la raiz es nula o
no tiene solucion real, ello implica que el Unicaximo en la curva se presenta para
w=0 y la curva de amplitud decrece desde Apo cordoammenta la frecuencia
angular forzada.

Cuandow? > y?/2 , la fuerzas de friccién son pequefias,eenisvalor real distinto de
cero, luego hay una frecuencia forzada crititayu@ la amplitud es maxima. Este
punto de amplitud maxima indica que la resonaneiaidtema adquiere importancia.
La curva que describe la amplitud aumenta desdehapta alcanzar el maximo en la
frecuenacia forzada critica y a partir de estaukecia empieza a disminuir hacia
cero. La amplitud forzada en el valor de la frecigeangular critico es:

Fo/m _ Folc

\/y2<co2 - (/2)?) ) Jow2 - (5/2)?

5.14

Ap(wt critica) =
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Cuando no hay friccion (c=0), la amplitud maximairgmita cuando la frecuencia
angular natural y forzada son iguales. La ampliimtada, presenta su maximo
cuando la solucibn homogénea es una vibracioe &ikiticamente amortiguada.

s

Fo/c c=0
2 2
[wg”—(7/2)* 1Y/ 2
Fo c pequeiio
mw? c grande
Amplitud forzada
contra frecuencia
forzada, para
distintos valores >
de "c" mf_ﬂvm:]’ ' (I’f
Figura 05-03

5.3.2.- Fase de Retraso en la Oscilacion Forzada

La fase de retraso (llamada asi porque se restasersuma), denotadgp” en la
solucién 5.10 viene dada, al hacer uso de los kestotatorios, por:

NI
tang(¢p) = ﬁ 5.15

El valor de @p esta comprendido entre los O radiangsnadianes; en primer termino
si no hay amortiguacion (c =€ y = 0), la tangente debe ser nula; ello implica dos
posibilidades; cuando la frecuencia angular forzzglanenor que la naturab & w),
entonces @ = 0 radian ; caso contrari® € w) , @o = 1t radianes. Cuando ambas
frecuencias son iguales no existe valor para Rdasretraso.
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Cuando existe amortiguacion, entonces independiemte del valor de la
amortiguacion debe ocurrir que si las frecuenaiagulares forzada y natural son
iguales (= w), la fase de retraso egp =12 radianes.

Para valores dew(< wx) la fase de inicio ha de encontrarse entre lesd@an y 12
radianes; y cuanday(> w) la fase de inicio se encuentra entre 182 radianes y los
Ttradianes.

El valor del coeficiente de friccibn afecta la farnde la curva; existen dos

concavidades una positiva en un primer tramo ynewativa en otro. Cuando "c" es

grande entonces la curva resultante tiene conaesdpequefnas (se aproxima a un
tramo recto), caso contrario la concavidad es btestgrande y la curva trata de

aproximarse a la forma de la grafica cuando iyoah@ortiguacion.

/\tpp N ﬁ cC=0

S22

C pequeno

Tw wf>

Figura 04-05
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5.4.- VIBRACIONES ELECTRICAS.

Los sistemas fisicos presentan comportamiento daodgnmuy similares; caso del

sistema masa - resorte y el péndulo simple. Bstdogia de comportamiento es
también extensible a circuitos eléctricos. Estudemrimeramente los casos donde
se combinan resistencias, condensadores y bobmasuwca fuente de poder de
corriente alterna en forma individual a fin de &msallos resultados.

5.4.1.- Circuito R con corriente alterna.

Aplicando reglas de Kirchhoff y Ohm tenemos:

Vr =Vo-codws-t)5.16

Siendo \k el producto de la corriente eléctrica que atravieb circuito por la
resistencia del mismo; luego la corriente del ¢iccas:

i =io-codws - t)— .codws-t) 5.17

Si se representaran la corriente eléctrica y edruodl de la resistencia haciendo uso
de los vectores rotatorios, es claro que ambo®srescestarian en fase.

A A AN N A A
R V \V4 C

®

Vo-cos(of-t)

Figura 05-05
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5.4.2.- Circuito C con corriente alterna.

Aplicando reglas de Kirchhoff y Ohm tenemos:

Ve =Vo-codws-t) 5.18

Siendo \¢ el potencial del condensador este es igual afgacacumulada en el
condensador entre la capacidad del mismo (VC = §/4€go la carga del circuito es:

q=09o-codws-t) =Vo-C-codws-t) 5.19

Como la corriente del circuito es la carga por adidle tiempo que pasa por una
seccion del circuito, entonces derivando tenemos:

i =-Vo-C-ws-sen(ws-t)5.20

| |
1 Ic

1
{(~s) T
u Yo-cos (@f ot ) Q_:i l % cope
% G

Figura 06-05

La funcion -serff)=cosp+172), luego la representacion vectorial de la caotgey el
potencial del condensador indicaria que ambos essiasados; la corriente eléctrica
esta adelantada un cuarto del periodo respecteahgal del condensador.

Generalmente para simplificar la notacion de unanéo parecida al caso de la
resistencia se define comeactanciadel condensadora:

Prof. R. Nitsche C.
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1
C-w

Xc = 5.21

Donde la corriente que circuito indicado es:

i =i0- codws - t+7/2) = 32 - codws - t +7/2) 5.22

5.4.3.- Circuito L con corriente alterna.

Aplicando reglas de Kirchhoff y Ohm tenemos:

V|, =Vo-codws-t) 5.23

Siendo V el potencial de la bobina; este es igual al candei@orriente respecto al
tiempo multiplicado por la inductancia del circui{®/, = L-di/dt); luego separando
variables e integrando resulta que la corrienteidelito es:

Vo
L - s

sen(ws - t) 5.24

— 0000 — A,

L t

(o)
\':J/Vo-cos (oft)

Figura 05-07

La funcién serf]) = cosp-172), luego la representacion vectorial de la cotgey el
potencial de la bobina estan desfasados. La cteredéactrica esta atrasada un cuarto
del periodo respecto al potencial de la bobinagill que con el condensador para

Prof. R. Nitsche C.
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simplificar la notacion de una forma parecida @locde la resistencia se define como
reactanciade la bobinaa:

XL =L-ws 5.25

Donde tenemos que la corriente que circuito inadicaula figura

i =io-codw;i-t—n/2) =~> - codws -t —7/2) 5.26

Vo .
XL

5.4.4 .- Circuito CRL en serie con corriente alterna

Cuando se combinan un condensador, una resistgnaia bobina en serie con un
generador de corriente alterna, debe ocurrir pglasede Kirchhoff que:

V. +Vr+Vce=V=Vo-codws-t)

di . 49, _
-dt+R-|+C—V—Vo-cos(cof-t) 5.27

L-d+R-q+%-q:V:Vo-cos(cof-t)

L

Como de los resultados anteriores el potenciatreiéade la resistencia esta en fase
con la corriente mientras que el potencial del eosddor esta en retraso y el de la
bobina en adelanto, podemos suponer que cada ussta® elementos del circuito
tienen un comportamiento similar cuando se combirgnaplicamos teoria de
vectores rotatorios estariamos ante una suma der@gecasi podemos decir que la
magnitud del vector rotatorio Vo esta dado por €e@ de Pitagoras:

Vo2 = V2 +(V, - V¢)® 5.28

Prof. R. Nitsche C.
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— EVW e~

(o)
Ql/ Vo-cos(wfst)
H

Ve

Vi \/ YL'VQ ’IS;
VR T {/ i
wf-t 5 ﬁwF't-a 5
X

X

Ve

Figura 05-08

Como las magnitudes de los vectoress";VVW." y "V " son respectivamente: "R-io",
"X 10" y "Xc-i0"; donde "io" es magnitud del vector rotatoriaeqdescribe la
corriente eléctrica; resulta entonces:

Vo=Z-i0 5.29

Donde Z define da impedancia del circuito eléctrico y esta dada para el circuito
indicado por:

Vo2 =VZ+ (VL - V) -
(Z-i0)?> = (R-i0)?+ (X_ -i0-Xc-i0)* -

Z2=R2+(X_ —Xc)2 5.30

Prof. R. Nitsche C.
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Como la corriente esta en fase con el potencidhdesistencia, debe existir una
diferencia de fasepp) entre la corriente (i) y el potencial de la fiee(V), dada por:

i =io-codws-t—a) 5.31

Siendo:

tang(a) = XL;RXC 5.32

5.4.5.- Circuito CRL en paralelo con corriente altena.

Cuando se combinan en paralelo un condensadorgsiséencia y una bobina con un
generador de corriente alterna, debe ocurrir pglasede Kirchhoff que el potencial

eléctrico del circuito es igual para el capacitadarresistencia y la bobina. La

corriente total es la suma de las corrientes guelan por cada elemento; luego por
vectores rotatorios tenemos:

Vc:VR:VL:V:VO'COdCOf't)

d_o._9_,, _
L-dt—R-l—C—V—Vo-cos(a)f-t)

5.33

Figura 05-09
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Para determinar la magnitud del vector rotatorio’ "aplicamos el Teorema de
Pitagoras:

i02=ig2+(i_—ic)® 5.34

Como las magnitudes de los vectores son: "io = V/dfig = Vr/R", "i.=V/X\" y
"ic"=V X" entonces la impedancia del sistema resulta ser:

2
EIRLIRE S

2z RO Xe 5.35
2

1 1 1

77 ﬁJr[Lw_C'wf]

Por lo tantda impedancia del circuito depende de la forma en gue se combina
los distintos componentes y es propia de cada ciiitol.

El &ngulo &" viene dado en la combinacién en paralelo por:

1 _1 ]
ﬁ .
R-(Xc =X
tang(a) = >(<LC-Xc )

Prof. R. Nitsche C.
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5.4.6.- Analogias entre sistemas mecanicos y ciras eléctricos.

Si se compara la expresion 5.27 con la 5.7, nogrgranos ante la misma ecuacion
diferencial:

d*q dg . 1 _
L-—dtz+R-—dt+6-q—VO-COda)f-t)
d?x . dx _
M- gz +C- g + K- x=Fo-codws-t)

Donde las soluciones particulares eran:

ip=io-codws-t—a)

Por comparacion de expresiones resultan equivatente

Vibracidon mecanica

Vibracioén eléctrica

m L
C R
K 1/C
Fo Vo

Ap=FolZ 10=Vo/Z

Z2=R2+ (X, - Xc)°

XL =m- ws Xe=L-ws

_K __1
Xc = ‘s Xc = C-ws
_ R XL —X
tang(¢p) = X = %o tang(a) = LTC

18
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