Fisica Il - Geologia - Ing. Geoldgica - Ing. Minas
Tema 03 - Vibraciones Anarmaonicas

VIBRACIONES ANARMONICAS

OBJETIVOS:

Al finalizar el tema el estudiante ha de estaragacidad de reconocer a una
vibracion anarmonica y determinar en los casossqueermita el periodo natural
de vibracion. Para ello el estudiante ha de seazdp:

* Reconocer la ecuacion diferencial de una vibraamarmonica

* Dada una gréfica de energia potencial contra pgsiexplicar el
comportamiento oscilatorio de particula en un deiteeido tramo de la
gréfica.

* Determinar el periodo de oscilacidn, para oscilaeganarmonicas
pequenas.

3.1.- ECUACION DIFERENCIAL DEL MOVIMIENTO
ANARMONICO.

Las fuerzas elasticas (o0 de restitucién) de resartese comportan necesariamente
siguiendo a la Ley de Hooke en forma exacks K-Ax =K (x—xo) : hosic
resortes utilizan magnitudes de fuerza ligerameatiferente para producir un
alargamiento o una compresion constante, en eaguslas ecuaciones suelen ser de
la forma:

m-X +K; - AX+ K5 - AX? = 0 (resorte lineal asimetrigo 31

m-X +K; - AX+ K3 - Ax® = 0 (resolte lineal simetrico

Estas ecuaciones incluyen un tercer término queealfe fuerza que se aplica sobre el
resorte. No debemos olvidar que las fuerzas edéstie los resortes representan son
funcion del desplazamientddX = x—x0) y no de la posicion (x). Este tipo de
ecuaciones diferenciales no solo se presentan sorteés, también ocurre si
trabajamos con la expresién exacta del péndulolsjnig ecuacion diferencial que
describe este movimiento, sin aproximacion de lacifin seno puede ser escrita
como una serie de potencias, como veremos masnéelglatrasforma la expresion
anterior a la forma:
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Si buscamos una solucion de la forma: ser{w -t + ¢) para est@scéenemos
que esta no es solucion de este tipo de ecuacdifegsnciales. En forma general
podemos concluir que la ecuacion diferencial quescrilge un movimiento
anarmonico tiene la forma:

m-X +K1 - AX+ Ky - AX2 + K3 - AX3+...=0

m-X +K1 - (x=x0) + K3 - (x=x0)* +K3 - (x=x0)* +...=0

I - 3.3
m-x+, K;-[x-x0]' =0
=1

~-Y'K;-[x-xa' =m-a=F
i=1

El valor de "xo" corresponde en los resortes adsigion de equilibrio, la cual es
generalmente cero en la mayoria de los casoslaS®gresion 3.3 se eliminan todos
los términos Ki, salvo el primero (K tendriamos el correspondiente al movimiento
armonico; el resto de las cantidades presentesaeeculiacion (K Ks. Ki ...)
corresponden a los términasarmonicos

3.2.- MOVIMIENTO ANARMONICO Y LAS GRAFICAS
DE ENERGIA.

Un movimiento armonico simple se puede explicacidralo uso de sus curvas de
energia potencial, se observa en ellas que moviaseanarmoénicos no difieren
significativamente del comportamiento descritauarmovimiento armonico. Lo que
mas varia en las mismas son las condiciones lingss es: que la distanciasyxx.
respecto al punto de equilibrio (x0) no son negdasante iguales; puede ocurrir lo
mismo con los valores de las fuerzas conservatmasentes en las distintas
posiciones; se pueden presentar caso donde eristauae una posicion de equilibrio
(cuando existen varios minimos o maximos relatesa curva); finalmente incluso
se pueden dar cambios de curvatura en la grafieafgecten la magnitud de la fuerza
conservativa, la cual no se incrementa o redud®rema continua en el tramo, sino
que hay tramos donde ocurren ambas situaciones.
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Figura 03-01
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3.3.- SOLUCION POR SERIES.

3.3.1.- ¢, Qué son las series?.

Una herramienta matematica util en la resolucioreadeciones diferenciales son las
series; una serie constituye una suma infinitaéd@inos que se generan siguiendo
una determinada regla. Las series pueden ser gmnter en un intervalo real
determinado cuando existe limite a la suma, o so cantrario son divergentes.

llustremos esto con un problema planteado en ligisdad por el filosofo Zenon;
conocido como paradoja del corredor; que se pugaener de la siguiente forma:

"Un Corredor no puede alcanzar nunca la meta porgigenpre ha
de recorrer la mitad de una distancia antes de remola distancia
total. Es decir cuando haya recorrido la primeratawi, tendra que
correr la otra mitad; cuando haya recorrido la mitade ésta, le
quedara la cuarta parte; cuando haya recorrido latad de esta
cuarta parte le quedara la octava parte y asi sivzesente."

N

s’
)

L2 Lf4 L/8

Figura 03-02

Segun el planteamiento del problema, se suponeebjwerredor es una particula
adimensional, y Zenon planteaba que la suma d&fumto nimero de partes no
puede ser finita. Sin embargo esto no es siempréogy para este caso es facilmente
de demostrar aplicando algunos conocimientos den@tica; si el corredor viaja a
velocidad constante, entonces sea "t" es el tiequ@tarda en recorrer la primera
mitad, el tiempo que tarda en recorrer la totalidada separacion debe ser "2t". Por
lo tanto:

! Extraido deCALCULUS. Volumen 1. Tom. M. ApostolSegunda Edicion. Editorial Reverte S.A.
Espaia 1982. pag.457.
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La serie generada por la paradoja de Zenon es gante. No asi toda serie donde
los términos sumados sean cada vez mas pequefosrs@rgentes, la convergencia
en series obedece a reglas que escapan a la eatudal curso.

3.3.2.- Aproximacion de Funciones por Series de Rwicias.

Los polinomios figuran entre las funciones méas #lescy son faciles de derivar e
integrar. Las series de polinomios mas comunesaso8eries de Potencias, que tiene
la forma:

y(x) =ag+a; - [x—xo] +az - [x—x0]*+as-[x-x0]*+...= X & - [x—xa]' 3.5
1=0

Existen muchas formas de aproximar una funcion)(&una series de polinomios; si
se conocen en x = xo el valor de esta funcion y'stderivadas entonces derivando
tenemos:

f(x) = y(x) =ap +as - [x—x0] +a, - [x—x0]*+az - [x—x0]® +...
f(x) = y(x)' :a1+%-[x—xo] +%-[x—xo]2+%[x—xo]3+...

f0)" =y(x)" = % +% - [x=xo] + 46%43'[x—xo]2 + 5(6%54[x_xo]3 +..

y asi sucesivamente; evaluando la funcién y susdérivadas, en "xo" podemos
determinar que valores de los coeficientes coresastiedecen a la expresion:

_ f(x0)’
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Las serie de potencias definida por:

Y(X) = f(z)(—lo) + f()i?)/ . [X_XO] + f(xz—?)// . [X_XO]Z + f(XO)W

x-x0]®+ ...
3! 3.7

y(X) - g f(XIO)I . [X—XO]i

Se conoce comderie de Taylor y es una herramienta Util para determinar
aproximaciones a soluciones de ecuaciones difeiesciintegrales y derivadas de
una funcién; cuando el intervalo alrededor del putkx0" es pequefio, entonces la
funcién se puede aproximar a:

y(x) = f((>)<!o) + f()i?)/ .[x-x0] 3.8

3.3.3.- El Periodo a partir de la Energia Potencial

La fuerza que actla en un movimiento anarmoénicgpddemos despejar de la
expresion 3.3; donde por definicién de energiandt tenemos que:

__JEp __
F=- ax - F-dx=-dEp-
Ep X
[ —dEp= [ -[Ki - (x=x0) + Kz - (x=x0)* + Kz - (x—x0)* +...]dx —
Epo X0

Ep=Epo+ %Kl(x—xo)2 + %Kz - (x-x0)* + %Kg S(x-x0)*+... 39

Comparando esta expresion (3.9) con la serie ddomgB.7) resulta que
K1 =Ep’(x0); y dado queK; es el término armdnico podemos amaxel periodo
del movimiento anarmonico a:

2n m m
T==5=2n- |v,— =2n- |———— 3.10
@ =K T Epixo)
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Otro mecanismo para determinar el periodo del m@rito anarménico es
recordando que mitad del periodo se tiene cuangarticula va de "X a "x,"; luego
el periodo del movimiento anarmaonico viene dado por

E = Ec+Ep(x) -

%m-v2 =E-Epx) -

&= J21E-Ep] -
dt = dx >
#[E - Ep()]

T_Xf J7 -dx

—

| dt

27 JIEE-EpX)]
— _xz dx
T=/2m f{ JE—Ep0T )

3.3.4.- Series de Fourier.

Existe casos donde se destaca la periodicidad emeimiento. Los movimientos
anarmoénico, como en los arménico, presentan umgearacteristico (T), luego si
la solucion es periddica y por ello debe cumplin taocondicion:

x)?=x(t+T) 3.12

Las funciones seno y coseno satisfacen esta condiabalmente; podemos suponer
que la respuesta de un movimiento anarmonico ssrtea de dos o mas vibraciones
armoénicas de diferente frecuencia angular. Coma dmturrir que el periodo del
movimiento es uno solo, y como las diferentes facias angulares deben estar
relacionadas de forma entera; debe existir unaiéreaangular fundamental. El
resto de las frecuencias angulares son conocida® ¢gecuencias angulares
armonicas o sobre tonos
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La vibracién anarmaénica tendra por solucion la saimaAS todos con frecuencias
gue son multiplos de una frecuencia primera, siéadespuesta de la forma:

x(t):ao+2ai-cos(i-coo-t)+bi-ser(i-coo-t)

donde :w, = T

3.13
2r

W ¥p=Aosen(a-t)
T/2

e X7=A0/y-sen(2m-t)

x3=Ao/3-sen(Jw-t)

T/4

X4=Ao/4-sen(4m-t)
m

T=21/®

X=X1+X2+X3+X4

X1=Ao/ysen(®-t)

e e e mAogsen(ont)

x3=A0/y-sen(J®-t)

X4=Ao-sen(4o-t)

X=X1+X2+X3+X4

Figura 03-03
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Lo anterior se conoce como Series de Fourier degefT" y donde las cantidades
"ao", "ai" y "bi" vienen definidas por las siguienexpresiones para funciones de
periodo “T” y frecuencia angular fundamentatoo®o (omitiremos el origen de la

expresiones ya que estas escapan al alcane de).curs

=l
- L=

ao f(t) - dt

t

< | codi-wo-t)-f(t)-dt 314
< | seri-wo-t)-f(t) - dt

t=0

N

—

a;

N

—

b

3.4.- NOCIONES DE TRABAJO Y ENERGIA.
(TEMA COMPLEMENTARIO).

Se define como trabajo al producto escalar dedezéuque actia sobre un cuerpo y el
desplazamiento experimentado por el mismo:

- -

OW=F -dr =F-ds-codf) 3.15

Siendo ©" el angulo entre el vector fuerza y el vector dezgmiento. Como el
producto F - cog0) = m- awangente= M- (dv/dt) representa la componente tangente de
fuerza (componente paralela a la velocidad), ee®ettrabajo de una fuerza es:

5W:m-¢/-ds—>

dt
5W:m-dv-g—f=m-dv-v:m-v-dv

Integrando desde una velocidad inicial a una vdaatiinal se tiene
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vf
jéwzfm-v-dv»
Vi

1 ove_ Lo izl
W—2m vf 5m- Vi

W=Ec - Eci=AEc 3.16

Sea la energia cinética de una particula de maséa"oantidad %m-v2 ", entonces
el trabajo realizado por una fuerza entre dos puetoigual al cambio de energia
cinética de la particula; ello constituye lo quecsaoce comdrincipio de Trabajo

y Energia.

El trabajo efectuado por fuerzas conservativasefpique dependen o son funcién
Unicamente de la posicion del cuerpo) también @t expresado en funcion de
una cantidad escalar conocida como energia patenkl caso de las fuerza en
resortes, que son proporcionales y opuesta alalesplento, ilustran esta situacion y
se tiene al integrar desde una posicion inicialaposicion final que:

xf
Jow= [ K-x-dx- cod18¢°] -

S Ny S R SNEY SN
W= 2K xf+2K Xi

W= Epi-Epf=-AEp 3.17

Definiendo la energia potencial como una funciéa galo depende de la posicion,
entonces sea%K-x2 la energia potencial de un resertembtante elastica “K” se
observa que el trabajo realizado por fuerzas cwateas es igual y opuesto al
cambio de energia potencial. Como trabajo es fymrzaesplazamiento, debe ocurrir
(en el caso unidimensional) que:

SW=F - dx=-dEp—

Prof. R. Nitsche C.
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Las fuerzas conservativas tienen por magnitud ardeterminada posicion el valor la
derivada de la energia potencial respecto a laciposien dicho punto; y también
tienen como caracteristica que el trabajo efectiadain circuito cerrado por una
fuerza conservativa es nulo. Por otro lado si smtian fuerzas conservativas

entonces:

W=AEc=-AEp—~
W= Ecf- Eci=Epi- Epf-
Eci+ Epi = Ecf+ Epf—

= Ef = Ep+ Ec= Constantes.19

Ello representa dPrincipio de Conservacion de la Energia Mecanicadonde para
una particula sobre la cual actuin fuerzas conseagalnicamente la suma de su
energia potencial y energia cinética es constanteeletiempo. Esta constante
constituye la energia de la particula, siendo &ga la capacidad de dicha particula
de poder efectuar trabajo

3.5.- SERIES DE POLINOMIOS DE LAS FUNCIONES
MAS COMUNES.

3 5 g7
i — X X0 XD
Serie del seno ser(x) = x IR T T
Lxt X

Serie del Coseno codx)=1-% 2, L TR

4
Serie del exponente natural e = exp(x) = 1+ X+ % + % + % +.
: x3_ x> x°
+ PSP, M. M . A
Logaritmo natural In(x+1) =x 2 5 "Bt T
| .
. . . a+b”:Z. n . -a”"-bl
Serie del Binomio ( ) i-(n—1)!
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