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MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

OBJETIVOS:

Al finalizar el tema, el estudiante ha de estacaracidad de determinar el periogo
de un movimiento armonico simple; para ello haaetecapaz de:

* Establecer: por medio de analisis dinamico o pdodues de trabajo y
energia, la ecuacion fundamental del movimientaaroo simple en
situaciones mecanicas.

* Dada la ecuacion fundamental y las condicionesaleis, establecer la
expresion que describe el movimiento. Determinasigyon, velocidad,
aceleracion, amplitud, fase de inicio u otro daggun la informacion que
se requiera para describir, en un momento dadmneportamiento de uné
particula en movimiento armaonico simple.

* Determinar el periodo y frecuencia angular parardes situaciones que
involucren movimientos armonicos.

* Para distintas combinaciones de resortes (en parnalelo o ambas),
determinar la constante elastica equivalente uieaizés y deformaciones én
cada resorte.

1.1. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE.

1.1.1. Ecuacion Fundamental.

El modelo méas simple de los movimientos vibratoessonocido comblovimiento
Arménico Simple o lo que es igualnovimiento vibratorio libre no amortiguado
Este tipo de situacion se presenta cuando un cuespiba de manera uniforme
alrededor de su posicion de equilibrio; ilustreroos el siguiente ejemplo:

Un cuerpo de masa "m" reposa sobre una superfioiezdmtal y esta ubicada
inicialmente en el reposo en una posicion "xo", fwegiza externa desplaza el cuerpo,
sin friccidn, hasta una posicion final "x", dondeflierza externa se equilibra con la
fuerza elastica del resorte. Si se suprime la &uexterna, entonces debe ocurrir que
en el eje "y" la fuerza del peso se equilibra @melaccion normal de la superficie;
mientras que en el eje "X" la Unica fuerza actuastk fuerza elastica que obedece la
ley de Hooke, esto es que es proporcional a larmefton; sea "K" la constante
elastica de proporcion tenemos:
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Figura 01-01
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— Feasica = =K - (x=%0) = =K - Ax=m- ax

Si asumimos que la posicion de equilibrio "xo" @sal a cero, entonces la expresion
anterior toma la forma siguiente, recordando quadeleracion en el eje x es la
segunda derivada de la posicion x:

Dado que "K"y "m" son constantes positivas, podeneemplazar la cantidad (K/m)
por por el terminow?; resultando lo que denominarenBsuacién del Movimiento
Armonico Simple (MAS).

X+w?2-x=0 1.1

1.1.2. Solucién de la Ecuacion Diferencial.
(Método de la Ecuacion Auxiliar).

Constituyen ecuaciones diferenciales aquellas dapdescen combinadas funciones
y sus derivadas; el resolver ecuaciones diferegxiabnsiste en determinar las
funciones que satisfagan la ecuacién y las conuisiplanteadas.

Un ejemplo simple de ecuaciones diferenciales queden ser resueltas por el
método de la separacion de variables es la siguient
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) _ dx L
X+a-Xx=0- dt+a Xx=0

Separando variables e integrando a ambos lado® dédthsta x y desde ti hasta t
tenemos:

%:—a.x—)
%:—a-dt—»

fx %:—aj; dt

Xi
In(x) = In(xi) =-a- (t-ti) -
X .
In(—.) =-a-(t—ti
i (t-ti) -
X=xi-e2tt) =A.gatyB
A partir de este resultado podemos concluir:

* La ecuacion de primer orden (la funcidon x(t) sgbarace derivada una sola
vez) presenta dos soluciones, la primera es ungiéal particular, mientras
gue el segundo termino constituye una soluciénrgéne

* Las ecuaciones diferenciales que involucran laifumg su derivada tienen
por respuesta una forma exponencial.

Aplicando esta segunda conclusion podemos restdvecuacion diferencial (1.1);
entonces sea:

x(t) =x=A-e* »derivando resulta x=A-a-e*' - X=A-.a?-e*!
Remplazando en la ecuacion diferencial tenemos:

A-a-e+@p?-A-et'=0-
A.-e?t.[a?+w?] =0
Como el exponente es para todo numero real digfi@toero, la cantidad "A" si es
cero no representa ninguna solucién, entoncespsiglde ser cero la cantidad+@?),

resultando que la cantidad "a" es:

a2+w?=0-a=+/-w? =tw-J/-1 -a=+w-i
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Donde resulta que la solucion de la ecuacion Zkfmetirespuesta en la funcién
exponencial de nUmeros imaginarios.

Xt) =x=A;-e @t + A, e@lt 45

1.1.3.- Naturaleza del Exponente Imaginario.

Los numeros imaginarios tienen su origen en lacgmualgebraica de las raices
negativas de orden par; la unién de los niumerdsseaimaginarios constituye los
nameros complejos; si los numeros reales repraseggameétricamente todos los
puntos de una recta (eje x), por logica los numeoosplejos deben representar todos
los puntos de un plano. Segun esto si "z" es unemiirmomplejo, donde "X" es la

componente real; mientras que "y" la componentgiinaaia, entonces:

Z=X+y-i 13

Siendo "i" la unidad imaginaria; podemos tambiémpresentar a los numeros
complejos en una forma polar como:

z=r[cod0) +i-sen(0)] 1.4

El eje imaginario "y" esta graficamente girado @0h respecto al eje real "x",
entonces la unidad imaginaria "i" representa un die 90° en sentidantihorario
respecto al eje real

En base a esta sugerencia de la naturaleza geceméei la unidad imaginaria
podemos demostrar qué=-1 . Sea un numero real "xiudtiplicarlo por la
unidad imaginaria "i" lo que hacemos es girar est&o hasta cortar con el eje Y, al
multiplicar por segunda vez la unidad imaginariareenos girado 180°, obteniendo el
punto "-x"; luego se satisface la definicion detedad imaginaria.

El exponente imaginario debe tener como respuestm aaumero complejo; y

representa la union mas asombrosa entre la geanfgigonometria) y el algebra;
esta relacion se obtiene por medio del uso dessdegolinomio (ver tema n°3) y se
conoce comdéormula de Euler, que establece:
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e’ = cod@) +i-sen(@) 15

La interpretacion geométrica de esta identidadaedel una rotacion positiva de un
angulo '9". Aplicando esta entidad, la solucion 1.2 se fi@amsa en:

x=A;-[cod+w-t) +i-sen(+w - t)] + Az - [cod-w - t) +i - sen(-w - 1)] -
X= [A1+A2] . COdC{)-t) +[A1—A2] o Sen(a)t)
Recordemos que:cod-w-t) =cod+w-t) ysen(-w-t) =-sen(w-t). Dado que

(A1+A2) y (A1-A2)-i son numeros (que pueden ser gjos), la solucidn real que
satisface a la ecuacion diferencial 1.1 es en itigfin

X(t) =A-codw-t)+B-sen(w-t) 1.6

1.1.4.- Los Vectores Rotatorios.

Uno de los procedimientos mas utiles para descalbinovimiento armonico simple

es a través del uso de vectores rotatorios. Egionsua un vector de determinada
magnitud que gira respecto a su origen con unacild angular constante. La
proyeccion de la punta ese vector sobre uno desjkss de coordenadas define la
posicion de una particula que experimenta el mvitoa armoénico simple.

A cos(o-t) Ao sen(o-t+¢)

< |
y £ B ¥

-t Ao

ot A

_

B sen(®-t)

Figura 01-02
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La suma de dos vectores rotatoris §y que giranguaal velocidad angular es un
vector rotatorio que tiene por magnitud la cantiddd" denominada amplitud del

movimiento armonico simple (MAS). El vector resuat& gira con respecto a su
origen a una velocidad angulaw® igual a la frecuencia angular del movimiento
armoénico (en radianes/segundo) y tiene un angultask @' que se conoce como

fase de inicio. De esto resulta una nueva solupi#&ma el movimiento Armdnico

simple que tiene la forma:

X(t) =x=Ao-sen(w-t+¢) 1.7

Como los vectores A y B forman entre si un ange®d°, la amplitud y la fase de
inicio del movimiento arménico simple estan dadais p

Ao=+./A2+B? 18

1.9

w>

tang(¢) =

No hay que olvidar, que las funciones seno y cosamoidénticas; salvo por una
diferencia de la fase iniciatpdw - t) = sen(w - t + 7/2) < sen(w - t) = codw - t — 7/2).

Derivando la expresion 1.7 obtenemos la rapidezeleridad del movimiento
armoénico simple:

Vyx =X=A0-w - CcO4w -t + @) = Vmax- COLw -t + ¢) 1.10

y
ay =x=—A0-w?-sen(w -t + ¢) = —amax- SeNlw -t + @) 1.11

En caso de desconocer la amplitud y la fase deojnjgero conociendo las
condiciones iniciales (t = to = 0) para la posicign) y la rapidez inicial (vi) es

posible realizar un sistema de ecuaciones conXpsegiones 1.10 y 1.11, donde
resolviendo el sistema de ecuaciones resulta:

xi=Ao-sen(4) y vi=Ao-w-codyp) -
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Ao:+\/xi2+[ﬂ}2 1.12

tang(¢) = XIV—ICO 1.13

El tiempo que tarda en realizarse una oscilaciompbeta define al periodo del
movimiento arménico simple (Tha relacién con la frecuencia angufe) esta dada

por una simple regla de tres, recordando que lasidnes seno y coseno son
periddicas cadar? radianes; entonces:

-+ £
T=%=% 114

1_2
f

X
T = 21[][('0 . ) T= ZTT,ICU

AQT )\\/ /\\ tvmax _ Ao.oﬂ \\/ /\\ |

Curvas de posicion, rapidez y ; :
celeridad de una particula que
describe un M.A.S. a max = Ao*w?

Figura 01-03
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Notas importantes:

1. Ao es un valor siempre positivo (A y B puedenmmsitivos o negativos en la
expresion 1.6).
2. Laférmula 1.12 es siempre valida.

3. Laformula 1.13 sélo funciona bien cuando xi g@n positivos ambos.

1.2. EJEMPLOS DE MOVIMIENTOS ARMONICOS
SIMPLES.

1.2.1. Masas unidas a resortes de masa despreciable

Este caso ya lo planteamos al inicio del tema, panitio definir la ecuacion
diferencial que describe el movimiento armoénicomery su periodo viene dado por:

T:+\/%1.15

Se define como péndulo simple, un cuerpo de mayddmual se considera puntual
(particula), que esta atada a una cuerda de loehdi€inida (L) y que es deslizada
(manteniendo la tension de la cuerda) describiamd@rco de circunferencia una
distancia (s) respecto a su posicion de equilibrio.

1.2.2. El Péndulo Simple.

Observando la figura 1.4, se pueden observar guiidgizas actuantes, despreciando
las fuerzas de friccidn, son solo la tension deukerda y el peso del cuerpo. Por suma
de fuerzas a lo largo del eje Y, dado que el cuampseube ni baja en dicho eje debe
ocurrir:

N
N ZFy=0-m-ag-codf) = Fremsion

Mientras que en el eje X tenemos:

}ZFX:m‘ax_’
m-ayx+m-aq-sen(f) =0 -

ax+ag-sen(d) =0
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Cuando el angulo es pequefio, entoncesné) ~ 0 : y t@mceleracion actuante
es la aceleracién tangente, entonces por rela@énet movimiento circular debe

ocurrir queax=L-a ; siendod' " la aceleracion angular. Woolando términos
resulta la ecuacion diferencial de un movimientadrico simple:

om0« if®

T}-Q:O 1.16

Ftension

meagesen(o)

mag

Figura 01-04

Donde el periodo viene dado por:

T=2r- aLg 1.17

Esta aproximacion es valida solo para angulos nesnie 20°, siendo en estos casos
el error presente inferior al 1%; para angulos meg/oo es conveniente aplicarla.
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1.2.3. El Péndulo Compuesto o Péndulo fisico.

Un péndulo compuesto es cualquier sdlido rigido agamla libremente alrededor de
un eje horizontal bajo la accién de la gravedad.

Suponiendo una rotacién horizontal respecto a enqeg sale del papel, el cual

llamaremos eje Z; entonces por dinAmica de rotad@ninica fuerza que ejerce

torgue es el peso; el cual actia en el centro da @ cuerpo; sea la distancia entre
el eje de giro y el centro de rotacion igual a tbhemos:

C)ZMZO:|O°OL—>
lo-a=-m-aq-b-sen(d)

lo-a=-m-aq-b-sen(d)

meag

Figura 01-05

Cuando el angulo es pequefio, entoncesrél) ~ 0 . Acordod&nminos resulta
la ecuacion diferencial de un movimiento armoénioape:

2 m-aq-b .
%IIt29+[ 0 ]'9:0‘* o+

m’ag‘b
lo

]-0 1.18
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y el periodo de oscilacion viene dado por:

_ lo
T=2r- /—m-ag-b 1.19

1.3. COMBINACIONES DE RESORTES.

Los resortes pueden combinarse entre si y una asg@dante en tres formas posibles:
en paralelo, en serie y acoplados; para cada ®itudodo el sistema se puede
trasformar en un solo resorte equivalente, cuyateote elastica representa lo que se
desea determinar.

1.3.1. Resortes en Paralelo.

Cuando dos o0 mas resortes son colocados en pajatel@al lado del otro) y unidos a
una masa "m" por uno de sus extremos y a un puot@dr el otro se tiene que al
desplazar la masa una cantidatk™ cada resorte experimentara una fuerza que
dependera de su constante elastica.

&3

F2

25

AX

Figura 01-06

La suma vectorial de esas fuerzas representa lzafuetal equivalente; luego,
trabajando con dos resortes (ver figura inferienemos que la fuerza equivalente es:

I:equivalente =F1+F2=2F; 120

Si la fuerza equivalente es igual a una constamdéstiea equivalente y al
desplazamiento del cuerpo entonces resulta:
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Kequivalente * AX = K1+ AX+ K2 - AX >

Kequivalente =K1 +Ky=2Kj1.21

Como conclusiones en resortes en paralelo sedigme

* La constante elastica equivalente es la suma dmlesgtantes elasticas de los

resortes involucrados.
* Todos los resortes experimentan el mismo desplardmipero diferentes

fuerzas, cuya suma es la fuerza total equivalente.

1.4.2. Resortes en Serie.

En esta situacion los resortes se ubican uno ancacion del otro, hasta alcanzar el
cuerpo con masa. Cada resorte sin embargo expeamea deformacion diferente
cuya suma es igual a la deformacion total; luedee deurrir:

sz Ax1
F2 F1 Fi1 F AX

P <

Figura 01-07

AX = AX1 + AXo = 2 AX; 1.22

Por ley de accidn y reaccion se tiene que F, = F, entonces la constante elastica del
resorte equivalente es:

b2l
Kequivalente K1 * Ko Z K 1.23
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Como conclusiones en resortes en serie se tiene que

* Elinverso de la constante elastica equivalenta esima de los inversos de
las constantes elasticas de los resortes involasrad

* Todos los resortes experimentan la misma fuerzep pienen diferentes
desplazamientos, cuya suma es igual al desplaztomadal.

1.4.3.- Resortes Acoplados.

Este puede considerarse como un caso particule@sdetes en paralelo; la diferencia
se presenta en esta situacion es que los resetégsan caras opuestas del cuerpo, sin
embargo cuando se desplaza la masa una cantfdelduh resorte se comprime
mientras que otro se estira; en el caso de resamtpsralelos ambos se comprimen o
se estiran.

AX

Figura 01-08

Un andlisis mas detallado de los resortes acoplEdasalizaremos en el tema n°6;
dado que su verdadera naturaleza es cuando semelaclos o0 mas masas a través de
diferentes resortes.

Prof. R. Nitsche C.
13



Fisica Il - Geologia - Ing. Geoldgica - Ing. Minas
Tema 01 - Movimiento Armonico Simple

REFERENCIAS

1.- FISICA. Volumen |. Mecénica.
Marcelo Alonso y Edward J. Finn.
Addison - Wesley Iberoamericana. U.S.A. 1986.

2.-VIBRACIONES Y ONDAS. Curso de Fisica del M.1.T.
A.P. French.
Editorial Reverte, S. A. Espafia. 1982.

3.-MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS. Dinamica.
Ferdinand P. Beer y E. Russell Johnston.
Libros McGrall-Hill. México 1979.

4.- MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS. Volumen Il. Din amica.
Harry R. Nara.
Editorial Limusa. México 1979.

5.- MATEMATICAS AVANZADAS PARA INGENIERIA. Volumen 1
Erwin Kreyszig.
Editorial Limusa. México 1981.

6.- CALCULUS. Volumen 1.
Tom M. Apostol.
Editorial Reverte, S.A. Segunda Edicion. 1982.

7.- FISICA GENERAL. Volumen |.
Douglas C., Ginacaoli.
Prentice - Hall hispanoamericana, S.A. Méxieg8.

8.- FISICA tomo |.
Paul A. Tipler.
Editorial Reverte, S.A. Colombia 1990.

9.- FISICA PARA LAS CIENCIAS DE LA VIDA Y DE LA SALUD.
Simon G. G. MacDonald. Y Desmond M. Burns.
Fondo Educativo Interamericano, S.A. 1978.

Prof. R. Nitsche C.
14



